METODE PERTURBASI

Metode perturbasi = metode gangguan = metode
Simpangan.

Jika seandainya ada sistem dengan Hamiltonian bebas
waktu H dan kita tidak mungkin menyelesaikan secara

eksak persamaan Schrodinger

Hyn = En yn (9-1)

H hanya berbeda sedikit dengan operator Hamilton H°
dar1 suatu sistem yang persamaan Schrodinger-nya yaitu:

Ho, @ = E ,©@ y ,© (9-2)
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maka sistem dengan H disebut sistem terperturbasi sedang

sistem dengan HO disebut sistem takterperturbasi.

Contoh:
Sistem perturbasi sebagail sistem osilator takharmonis
yang H nya

,\ n? d2

H=-22 &? + bk x*+cx’+dx* (9-3)

Hamiltonian (9-3) tidak berbeda jauh dengan Hamiltonian
dar1 sistem osilator harmonis

n2 d?

HO=— 30 w2 + % kX2 (9-4)
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Jika tetapan ¢ dan d pada (9-3) 1tu kecil, maka
diperkirakan bahwa fungsi dan nilai eigen dari1 osilator
takharmonis tidak terlalu jauh dengan yang harmonis.

Jika perbedaan antara H dan H° kita sebut H' . Perbedaan

Hamiltonian 1n1  kita sebut perturbasi. Perturbasi
didefinisikan dengan:

H'=H-H° (9-5a)
jadi

H=H'+H (9-5b)
Untuk contoh osilator takharmonis dengan Hamiltonian

(9-3), perturbasinya dikaitkan dengan osilator harmonis
adalah

H' = ¢x3+dx* (9-6)



Bagaimana fungsi dan nila1 eigen dar1i sistem yang
terperturbasi (yang tidak diketahui) dinyatakan dalam
fungsi dan nila1 eigen sistem yang takterperturbasi (yang
dapat diketahui)?

Secara matematika, caranya dengan memasukkan

parameter A kedalam Hamiltonian dalam bentuk relasi
sebagai berikut

Jika A = nol, maka sistem takterperturbasi.
Jika A meningkat, maka perturbasi tumbuh semakin besar,

Jika A = 1, maka perturbasi aktif secara penuh (fully
turned on).
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Teori Perturbasi Nondegenerate

Jika y,? adalah fungsi gelombang sebuah partikel
takterperturbasi nondegenerate dengan energi Eq(“,

jika y, adalah fungsi gelombang terperturbasi menjadi
2", maka untuk sistem terperturbasi, persamaan
Schrodinger-nya adalah

Hyn = (H° + 4 H') yn = En yn (9-8)

Karena Hamiltonian (9-8) bergantung pada parameter A,

maka y, dan E, merupakan fungsi A.
Jadi

Wn = Yn(A , q) dan E, = Ex()

q = koordinat sistem.
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vn dan E, diekspansi sebagai deret Taylor dalam A
(artinya deret pangkat A).

z dk\l’n ﬁ
\|j = Zol dak !
n A-0
v | d v, A dz‘lfn ﬁ
. n |-
_ MO+ o |, a2 (E)'S))
5 (45K, w
E = 1ol dak k!
n A-0
dE, N d2E,| a2

E - -
__ ©n |x-0 + dn e 4+ @2 |, 2'4+ ... (9-10)

7\,k
o <tditulis

d*y,
Selanjutnya agar penulisannya ringkas, {W]
7\,k

o ' ditulis E,®

{dkEnJ
ya® dan | @



Sehingga untuk k = 0, maka:

Y = o H% =¥ lo (9-11a)

B0 = 5] = oo (9-11b)
dank=1,2,3 .....

Y = T k=1,2.... (9-12a)

B0 i k=1,2,...  (9-12b)

sehingga (9-9) dan (9-10) dapat ditulis

Wn = 1 20D A2 @ 03 g ® L ARy ®
e

(9-13)
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En=E.© + AE,® 4+ A2E,@ + ME® +. ...+ AE®
o (9-14)

yn® dan E,® disebut koreksi order k terhadap fungsi
gelombang dan energi.

Jika diasumsikan deret (9-13) dan (9-14) konvergen untuk
A = 1 dan untuk perturbasi (simpangan) yang kecil, suku-
suku awal deret akan memberikan aproksimasi yang bagus
bagi fungsi gelombang dan energi yang sesungguhnya.

Jika w,©@ ternormalisasi, maka < yn©@ | y,©@>=1.
Tanpa harus menganggap bahwa w, ternormalisasi, kita
mensyaratkan agar

< \Vn(o) | Yn~> = 1
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Jika yn tidak mengikuti < wa©@ | ws> = 1, maka hasil kali
wa dengan konstanta 1/<y,©@ |y.> akan menghasilkan
fungs1 gelombang terperturbasi yang jauh dar1 properti
seharusnya.

Kondisi < wn(0)| vo> = 1 1mm disebut normalisasi
intermediate.

Perlu dicatat bahwa hasil kali v, dengan konstanta tidak
akan mengubah harga energi dalam persamaan

Schrodinger Hy, = Enyn sehingga penerapan normalisasi

intermediate tidak berpengaruh terhadap hasil koreksi
energl.



Substitusi (9-13) ke dalam normalisasi intermediate <
Yn® | vn> = 1 menghasilkan

1 =< yn®| ya©@>+ A< yn@ |y > + 22< 4@ | @

< \Vn(o) | \Vn(l) > = O, < \Vn(o) | \|fn(2) >=() (st (9-15)

Dart (9-15) 1tu tampak bahwa koreksi pada fungsi
gelombang wa® adalah ortogonal terhadap w.© jika
normalisasi intermediate dipergunakan.

Hyn = (H° + A H") wo = En wa (9-8)
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Substitusi (9-13) dan (9-14) ke dalam (9-8) menghasilkan:
(HO+ A HY) (Wl + Ay + 220, @ + 23 y® + L)

— (En(o) + % En(l) i }LZEH(Z) 1+ 7\~3En(3) + ) (Wn(o) + A Wn(l)
+ A2 yn@ + Py + L)

Suku-suku yang pangkat Anya sama dikumpulkan, hingga
menjadi

HO il O + A (H'yn @+ HOyra D ) + 22 (Hyn® + oy, ).
= En® yu©® + & (BEaDyin©@+ ExOyn® + A2 (Ea@ysn® +
En(l)wn(l) + En(O)Wn(z)) o
(9-16)
Jika diasumsikan konvergen maka suku-suku yang
berderajat sama dari kedua ruas persamaan (9-16) bernilai
sama untuk sembarang harga A.
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Dari suku A diperoleh

[10 o 0= E,(© s, (0 (9-17)
Dari1 suku A diperoleh

(A © + Aoy ) = (By Oy @+ By
atau

F|O\|!n(1) _ En(O)Wn(l) - En(l)\|!n( 0) _ Fl'\lfn(o) (9-18)

12




Koreksi Energi Order Pertama

Untuk mendapatkan harga E,", maka persamaan (9-18)

dikalikan dengan ym®" kemudian diintegralkan ke seluruh
ruang, sechingga menjadi:

< yn® g WnD> — By <y, © | (D>
= EaD< ym®@ [y 0> — <yn® | A [ yn®>  (9-19)

Operator H® adalah Hermitian, sehingga suku pertama
ruas kir1 (9-19) adalah::
<ym@ A | y®> = <y, | AP
<UD A ym@>" = <yn® | En©@* @ =
En©@< ym® |y > (9-20)

Y (O>* =

13



Substitusi (9-20) ke dalam (9-19) menghasilkan:

En©@< yn® ym©@> — En© <y | > =
EnD< ym©@ |y 0> — <yn@ | A | 4@ >

atau
( En© _AEn(O)) <Y | > = Ep< yn©@ |y 0> —
<\|/m(0) | H' | \|fn(o) > (9-21)

Jika m = n, maka ruas kiri (9-21) menjadi nol sedang
<Yn®@ | (0> = < yn©@ |y 0> = < Y@ | Y 9> = 1,
jadi
0=En® — <yn@| A'| yy@>
atau
En(l) — <\|/n(0) | Fl' | \|fn(1) > = f\Vn(O)* I:l'\|/n(o) dT = H'nn
(9-22)*b
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Kesimpulan:
Koreksi order pertama terhadap energi diperoleh

dengan merata-rata perturbasi H’ dengan mengacu

pada fungsi takterperturbasi yang bersangkutan.

Jika koreksi terhadap energi sudah diperoleh maka energi
sistem terperturbasi E, adalah:

E, = energi sistem terperturbasi (yang diaproksimasi)
E. = energi sistem tak terperturbasi
E.(!) = koreksi energi order pertama.

15
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EXAMPLE

For the anharmonic oscillator with Hamiltonian (9.3), evaluate £ (1) for the ground state if
the unperturbed system is taken as the harmonic oscillator.
The perturbation is given by Eqgs. (9.3) to (9.5) as

H =H - H® = e + dx

and the first-order energy correction for the state with quantum number v is given

by (9.22) as E,E:']' = (q‘;{,ﬂj |r:x3 2 5 dfhpﬂ” ) , where tj;i,“} is the harmonic-oscillator wave
function for state v. For the v = 0 ground state, use of ¢{*) = (a/)"*e~*"7/? [Eq.
(4.53)] gives

o

1/2 fe= .
EM = (¢|ex® + de*|g®) = () /e_“x(cherx“)dx

T ==

U"_fz

The integral from — 2 to o of the odd function cx’¢ " is zero. Use of the Appendix

integral (A.10) with n = 2 and (4.31) for « gives

(1) "k Ll 3d 3dh?
m 0 dov 6411'

The unperturbed ground-state energy is EEU} = %hv and E,_{}ﬂ} + E[{}” =
Shv + 3dh? /64 m?.
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Contoh:

Untuk osilator tak harmonis yang hamiltoniannya adalah

h d? 1. 4
A 29k .
H= 2m g2 27 + px’+ qgx*, tentukan koreksi order

pertama untuk energi ground state.

Jawab:
a) Untuk osilator harmonis, energi ground state adalah Eq

= hv.

Koreksi order pertama untuk energi ground sate yang
ditanyakan adalah Eo'V.

Menurut (9-22):
Ex® = fyin®@* Ang,© dr

17
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jadi
E (1)_J' 0@ Ay, @dx
o= fungsi gelombang tak terperturba81 (osilator

1/4  ax?

harmonis) ground state = (E)

Eo» = fm (g)a 9_#(1?963 + gx*) (E)EE?_HZLZd_x
atau
o P
EO(I) — J: (%)m e~ (px® + qx4)dx: (g)lj [_ e~ (px® + gxMdx

oo [t
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(A.10)
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TABLE A.5 Integrals®

| ;
xsinbxdx = —zsinbx = icnsbx
b b

1
/ sin?bx dx = % ~ o7 sin(2bx)

RS L cos(2bx
xsin”bxdx = %sm[ ) Bbzms{ )

/12 sin® bx dx = x (ﬁ = L)sin{sz} = ;?ms{lbx}

6 \4b 8p
sin| (a — b)x sin| (a + b)x
sin ax sin bx dy = L )] — L ) ], at # b
2(a — b) 2(a + b)

T 1
frranG- 2

- 2n)! e
/_xl"e—-”fdx= £, ( 4 ) o B R—153
0

22ﬂ+ln| b2n+l

n!

i = n! a’r? it
e Cdr = :"He_‘" l+m‘+?+---+ : n=012 - a={
¢ . :

(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A9)

(A1)

(A.11)

Appendix

“Indefinite integration of functions can be done at no charge at integrals. wolfram_com

663
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Koreksi Fungsi Gelombang Order Pertama

Untuk m *n, persamaan (9-21) menjadi:

(0) _ (o) 70
(5" =By <ym©@ | wnD> = — <@ | # ' | yo©@>m #n

(9-24)

Untuk memperoleh yaY, kita mengekspansinya ke dalam
suku-suku yang terdiri atas himpunan fungsi eigen tak

terperturbasi wm” dari operator hermitian #*:

(o)
Z Lym ¥V m =< 0 <1) >
LI < , dengan “mm = ~Vm| ¥ (9-25)
0 e
Dengan menggunakan ™~ "™ """ ©  persamaan (9-24)
menjadi:
(E;O)—E,go)) anm _ <l//,g10) H' W’go) m *n

21



atau

—

<y H'W, ',
= EP B = -5 (9-26)

Dar1 persamaan kedua pada (9-25), dapat dinyatakan

1
=<y W) >

bahwa

Ingat bahwa pemilihan normalisasi intermediate untuk

<u,” |y >

Y n

, membuat = (0 [persamaan (9-15)].

22



(0)

1
Qo =Yy, W

Karena 1tu, V2 2 0, sehingga (9-25) dan (9-
26) memberikan koreksi order pertama terhadap fungsi

0 Z<w,% H'\y, >w(0)
t o EQ—ED T (9-27)

2

Lambang m#n artinya menjumlah semua state tak
terperturbasi kecuali state n.

Dengan menggunakan harga A = 1 dalam (9-13) dan
menggunakan koreksi fungsi gelombang order pertama,
kita mempunyai sebuah aproksimasi terhadap fungsi
gelombang perturbasi yaitu:

23



Secara ringkas dapat ditulis koreksi untuk orde pertama:

Ey=E9+ A Hp=EY+ X E,V

HV
_,,,(0) mn (0)
l//n - l//n +ﬂz E(O) —E(O) Wm

m+#n n

0 1
v, =+ 4y

Jika A =1, maka

e B B s

(9.36)
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Contoh aplikasi Teori Perturbasi

Jika Hamilton Perturbasi H' adalah
2 Vo (2] (e

Dimana V; adalah ketinggian potensial pada x = a.
Koreksi orde pertama pada energi level ke-n persamaan

(9-22)*b adalah
4 wnJ
2

X
R 7
H= 24 ' da

>

x_

EM =175
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Jadi perturbasi orde pertama menaikkan energi semua

1
~y
level sebesar 2 '

Maka

1
En = EH(O) + A H’nn — En(o) + A En(l) — En(O) + A ?Vl

Koreksi orde pertama fungsi gelombang diberikan oleh
persamaan (9-26) dan untuk problem ini1

[a% v j: (x)(sin l%xj(sin m;“ jdxj

Amk — (E _El(c))

0
m

N

Denominatornya = 8ma
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Untuk mengevaluasi integral kita gunakan relasi
trigonometrik

sin @ sin ¢ = %[COS(Q — ¢)— COS(<9 + ¢)]

Kita substitusikan ke H'n»

1 T
H’km = 72'_2V1v|.0 y[COS (k B m)y - (k ' m)y]dy
1 1 (k—m)rx 1 (k+m)rm
i e M =

2 Vl +

1 2 2
— 7 ( (k—mY (k+m)2J => (k-m, k+m ganjil)

2 1 1
= ﬂ_zyl((“m)z ' (k—M)zj
Him =0 = (k-m, k+m genap)
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Misal m adalah keadaan energi terendah N

Aplikasinya adalah
2 11 16 V.
; _ 21/1( 2 2)2___12:_0'181/1
2] = & 3© 1 9«
Hs: =0
2 (1 1 32 7,
, SN S5 |= = =-0.01447,
Hg =225 3 225
H's; =0, dan seterusnya.
Perhatikan  1integral b1 = -0,18V7,

denominatornya adalah

sedangkan
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E} —E)=(1%-2%)E, = -3E,
E} —E] =17 -4%)E, =-15E,

Sehingga

STTARE
an 3 \ E E,

aj2

0,0144(1/1} 00096[1/1}
a= 15 UE E,

Sehingga

|
L
=
(O

|

|
S

V Vl 0
I,Vl +0 06( jwz + 0. 0096[ jl//4
W E, E,
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Aplikasi koreksi orde kedua

(0) (0)

Jika fungsi V& dan Y'm adalah real, integral H'w» dan

'mt adalah sama. Ekspresi koreksi energi untuk orde
kedua adalah

2
DY
m - T E,-E;

Dengan menggunakan harga elemen matriks yang didapat
di atas kita dapat memperoleh koreksi £, orde kedua

30
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£ (-0,180 1;)? , (50,0144 V,)?
I = -3 ~15E, Lebih kecil
maka diabaikan
2 2
—0,0109 i— 0,0000139 V# )
= EJ1 El
2
1
—0,0109 —
~ E

1

Energi £; adalah koreksi orde kedua, sehingga

V2

E; =E"+0,500;—0,0109 z,
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Perbandingan antara Metode Variasi dengan Perturbasi

Penggunaan metode variasi hanya terbatas untuk level
ground state dar1 sebuah atom atau molekul yang merupakan
state dar1 sebagian besar unsur atau senyawa kimia.

Metode perturbasi dapat diterapkan untuk seluruh state
dalam atom dan molekul.

Meskipun metode perturbasi, secara teoritik dapat digunakan
untuk melakukan kalkulasi terhadap seluruh state, namun
kenyataannya, adalah sangat rumit untuk melakukan
kalkulasi penjumlahan terhadap state diskrit yang banyaknya
tak terhingga dan kalkulasi integral untuk mengevaluasi
koreksi order kedua atau yang lebih tinggi.
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Dengan metode perturbasi, kita dapat mengkalkulasi energi
dengan hasil yang sangat akurat (sampai dengan koreksi

order 2k+1) dengan menggunakan fungsi gelombang order
k.

Meskipun metode variasi tidak dapat menghasilkan kalkulasi
secara sangat akurat, tetapr metode i1 dapat digunakan
untuk menghitung energi dengan fungsi gelombang yang
tidak harus akurat.

Meskipun hampir semua kalkulasi terhadap fungsi
gelombang molekul telah dilakukan orang dengan
menggunakan metode variasi, namun ada baiknya dilakukan
kembali kalkulasi yang sama tetapi dengan metode
perturbasi.
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